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Übungen zur Vorlesung Höhere Numerische Mathematik

Übungsblatt 1 , Abgabe: 26.04.2005 , 11.00 Uhr

Aufgabe 1: (4 Punkte)
Lösen Sie die Aufgaben:

(a) y′ =
√

1− y2 , y(0) = 0

(b) y′ = xy + 1 , y(0) = 1

Aufgabe 2: (4 Punkte)
Bestimmen Sie die Konsistenzordnung des Verfahrens

yk+1 = yk + hf

(
xk +

h

2
, yk +

h

2
f(xk, yk)

)
.

Aufgabe 3: (4 Punkte)
Sei f ∈ C2(IR2). Zeigen Sie:

(a) Ein Runge - Kutta - Verfahren ist konsistent von der Ordnung 1, wenn

m∑

j=1

γj = 1

ist.

(b) Gilt zusätzlich
m∑

j=1

αjγj =
1

2
(α1 = 0) ,

so ist es sogar konsistent von der Ordnung 2.

Aufgabe 4: (4 Punkte)
Schreiben Sie ein Programm RK(f, x0, y0, x, h), welches die Anfangswertaufgabe

y′ = f(x, y) , y(x0) = y0

im Intervall [x0, x] mit der Schrittweite h mit Hilfe des Standard - Runge - Kutta -
Verfahrens löst.

Erproben Sie das Programm für die Anfangswertaufgabe y′ = 1+y2, y(0) = 0 mit h = 0.1.
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Aufgabe 5: (4 Punkte)

(a) Beweisen Sie die Formel

∇qyk =
q∑

ν=0

(−1)ν

(
q
ν

)
yk−ν , q = 0, 1, . . .

durch vollständige Induktion.

(b) Sei xk = hk, k ∈ Z, und h > 0.

Zeigen Sie:
∇qyk = q!hq[yk−q, . . . , yk] .

Aufgabe 6: (4 Punkte)
Man bestimme α, β in dem Mehrschrittverfahren

yk+3 − yk + α(yk+2 − yk+1) = hβ(fk+2 + fk+1)

so, daß die Konsistenzordnung 4 erreicht wird. Ist das ensprechende Verfahren stabil?

Aufgabe 7: (4 Punkte)
Zeigen Sie, daß die durch Differentiation abgeleiteten m-Schrittverfahren (mindestens) die
Konsistenzordnung m haben.

Aufgabe 8: (Programmieraufgabe, 4 Punkte)

Schreiben Sie ein Programm AB(f, x0, y0, x, h) zur Lösung der Anfangswertaufgabe y′ =
f(x, y), y(x0) = y0 in [x0, x] mit dem Adams-Bashforth-Verfahren mit m = 3. Verwenden
Sie das Programm RK aus Aufgabe 4 zur Anlaufrechnung. Erproben Sie Ihr Programm
an Hand des Beispiels aus Aufgabe 1a).



���������
	����������������������� �����������
� "!$#&%('*)+%-,.#(/1032
/�45)+67#&%&'98 �2*:()+/;)=<>#@?9)+/BAC67DB:&)>EGFIH;:()J?9FIH;A5K
LM�NIO�P�QSR�N�TU�����WVYXIZ[N�Q���N\��]_^`�I�a���J�b���S���cX_^S^��b�S�dMWe��
f #(gh'
F�!�)jilk�mn�d��O�P�o����`pqr��stQS��P>�Jst��]uMWP��v���Ww���Px�;y��Jz{e���st����|S�����C��e�����P

}�~{���&���&}�~{�\�l��}�~W��� m5� ���B~{���@� � ���B~{�\�l� ��� �;~ p
QSstNI����R�o���s�P���R�X
w���R�R��{��N�stTlO�P�wYo���P�R�stR��v��P��[stR��7�
f #(gh'
F�!�)��.�(k�mC�1��O�P�o��v�7pqr��stQS��P>�Jst��X�w�����w���R��������C��e�����P

}�~{�I����}�~W����� � �B~v���$� �V_¡ � �B~{��¢$� ^7��.�\¡ � �;~{�I�v£
�S¤I��s�¥1��TrstR����
f #(gh'
F�!�)��
�
k�mC�1��O�P�o��v�7p
m¦�Sp>qr��s�QS��P§�Js���]¨	©��Rªw�OI��z{e§	�st«\������P��vs����vst�SP¬QS�����P�P���PI�¯®cy��Jz{e���s°����|S�����C��e�����P§TU��OI������� LOI�± � ®=] ²³´{µ �

^¶ ¡ ´ }�~{� ² ���
�B~{� ²¸·
mCN�p>¹©��N*��Pº�Js���� LO��(w�st��R���R_�������C��e�����Pºw���R@�&�STt»+P���¥�¼©��P3O�P�w3½���s�QS��P¨�Jst�¾�+�{��NIs�T�s°� L���\� LO��_®À¿Á���

f #(gh'
F�!�)��+Â_kÄÃ������SQ��v��¥Å¥1st������OI�5Q���N*��X.�1��O�P�o��v�;ÆÇ L�SR���PG�Jst�9wIs��ÈZ[PI�C��P�QSR�¾�����{��OJ�5Q���N*�É��OIR>Z�OI�5Q���N*�9�Ê¥Åst����stP����YQS����s�Q�P�������P�Ë�O�P�Q���y�Ì©OI���{�ByË��SOI�vstP��Í��O�R�w�����ÎÏ���vT���NJyÑÐ�s�N�Tts�����e���o
�+Ò�s�P��3	��So.O�¥Å��P��v���vst�SPÔÓ�P�w���P=�Jst�©s�P�w����[Î>���vT���NJy�ÕWs�T°�5���



���������
	����������������������� �����������
� "!$#&%('*)+%-,.#(/1032
/�45)+67#&%&'98 �2*:()+/;)=<>#@?9)+/BAC67DB:&)>EGFIH;:()J?9FIH;A5K
LM�NIO�P�QSR�N�TU�����WV>XIYZN�Q���N[��\*��V��]���J�^���S���_Xa`S`��^�S�bMdc��
e #(fg'
F�!�)ih+jakmlCV1��O�P�n��o�7p�Sp>�J��q_r ��qsP��t������TsTu��X3v�qU��Q��SP���TuqsR�qu����N������wl5x$yoxzp|{Z}~���o��q����1q���vI��P�������TsTu��P���quQS��P�����������P��� y7�7����y ��� O�P�v�v���P>T���Oz�
��qsQS��P��S��n����S����P=� � y7�7�7��y�� � �
 LO��W�@��`Sy7���7��yox�R���q(���gl5�[p������U�7���� ��¡���qsQS��P¢�Jqs��Xzv���R�R�£���v��¥¤aqsP�������n��S�¦N�quP�����qs�SP¨§�©(�s���gX�©(�«ª¬ ®¯Xz��quP��b¤ L�SR�O�P�Q�v���R°�+±+R²�o���¥R�.³[�´rZ��qsR²��O�PIv=QS��N*��P¢�Jqu�µv�qu�b¤ L�SR�OIP�Q"v����ZYZPI�C��PIQSR������²����OI�5QS��N[�µ�+³[�´r��[X*��l¶��p·�´��¸��P��
N�p� LOI� � ª¨¬ ®¹R���qmº9vIqs�¥lCx@yoxap�{�}>���o��q��

º>�
»¼¼¼¼¼
½

� ` �� � � � � �� � � `� �

¾²¿¿¿¿¿
À
�

Á���R���qs�¥�1��P��Jqs�¯v�qu�¯¤ L��R�O�P�Q¥v����dY�PI�C��P�Q�R��������o��OI�5Q���N[�¯�.³J�Âºz�*X���l¶��pm�Ã��¸7�ÄdqsP�����qsR�\ }~��Å�c���PÆ�Jqs�=� LO���v�qu�¢Ç.Èg���¢É¯���1Ê*�SP���P.����v����>¤ L�SR�O�PIQËv���P¹Y�P�Ro����Ì9��ÍSlÎ�[p��Ï Í�l5�[p²� ��  X Ï ÍÐª~Ñ �BÒ Í��
e #(fg'
F�!�)ih�Ó&kmlCV1��O�P�n��o�7p�J��qs��P¥Ô+y�Õ � y�ÕBÖdª=×_ØÚÙ�y�ÛoÜ�X�ÔbÝt�3OIP�vÞÕ �«ß Õ;Ö�quP~ØÚÙ�y�ÛoÜ��+¡���qsQS��P1�Jqs��X�v���R�R�� LO��àv�qu�W¤ L�SR�O�PIQS��P1� � yo��Öv�����®d��P�vJ����������OI�5Q���N*� � ³ ³�·á ÔIl5�[p������¹Õâ��l5�[p y Ù ß � ß Û

�zlCÙ+p��Ã��l¶Û|p��¹�
� ��ã ��ÖWQSquTu���
e #(fg'
F�!�)ih+äak«å������SQ��o���¥�1qu������OI�5Q���N*��X.V1��O�P�n��o�;æ´¤ L��R���P~�Jqu�Ðv���RWYZPI�C��P�QSR������²�oÊ����SN�Tu���

� ³ �Â` á � Ö yç��l¶�Spm�¹�
�¥qu�WÄdqsTu�5�Zv���R�}>��c���R�Å�c���q����������²�C��c�����P�R

��Í�è�Öà{él�` á Ù+p²��Í�è � á Ù���Íd�ëê� l�lCìÐ{iÙJp�ÕBÍ�è � {Ãl�` á Ù+p�Õ;ÍâpO�P�vËv���PGlC�|�I��n�����P
p1�+�����²�í����������P � ¸ �î�JX � � �ï�o��P ê �àð L��c�Ts��P-�Jqu����qsP��1��T·Ùt� `SX�v���P�PÙb�Æ{��J�
®W��Å�cIP���P��+qs�Ð�¥qu�·v������JÅ�c���q����í����q��o� ê �w�J�^�I`��
e #(fg'
F�!�)th+ñzkdå�������QS�o���¥�¥qs������OI�5Q���N[��XIVÞ��O�PIn.���Bæò¤ L�SR���P��+qs�3v���RdYZPI�C��PIQSR������²�oÊ����SN�Ts���ó� LOI�v���RW����R�����quP�QSqs�������¯ìBÈ�É L�S��Ê[���²È������SN�Ts����@lC��pô� `S�^� �zlC��põ� �

ö�$l¶�Spï� � ö��lC��pï� {3`S�]��V�÷Sì���øS���S÷Sù
O�P�v�ú~�´`;û�ù��+�]V.�µ�¥qu�«v����ó�+�o��P�v�����vJÈí®dO�PIQS�|ÈíÉ¯OJ�����;Ègüà���²�C��c�����Pz��Á���R�� L���oquQS��P~�Jqu��X�v���R�Rd��Rd��qsPI�¤ L�SR�OIP�Q1vI���d�@����qs�+v���ýÃ�ÃþI��`â÷��J`âþ�÷SìSìI`7VbQ�qsNI���



���������
	����������������������� �����������
� "!$#&%('*)+%-,.#(/1032
/�45)+67#&%&'98 �2*:()+/;)=<>#@?9)+/BAC67DB:&)>EGFIH;:()J?9FIH;A5K
LM�NIO�P�QSR�N�TU��������VIWXN�Q���NY��Z
[I\S�]���J�^���S���_V`\S\��^�S�aMcb��
d #(ef'
F�!�)hgIikjmlCn1��O�P�o��p�7q�Sqsr�tuPI�v
OIP�o��ptu��Pswyx=z|{}lC~ �������B�J��q�bI��tu����b��S���SQS��P����S�����p�����v��VI����P�P

w$l����Yq������Sw@l5�Yq�� � ��x�~ ���I��� ��¡�I�¢��x�~ �c£
QSt¤T¤���¥k��tuQS��Py�+tu��ZIwyx=z3{¦lC~ �§�c���B�+��q�tuR¨��QS��P���O>����P�P>bI�S�1��QS��P"�S���©�v�������3��VJ����P�P�ª« ¬Y �

«�® w® � « ���@w>¯
N�qs° L�SR���Py�Jtu����t¤��WXPI�C��P�QSR������¨�±��OJ�5Q���N*�

�  ® w® � �² �
³
® w® �
³ �´� tuP ~ � ³ ���B�J�µ�

w¶�¸·ml��Yq���OI�������º¹v����t¤R�O��»�I��P¶M���R�¼���O�P�Q��S�S�¢�c����t¤O�R}\S�½�J����¾���P¿�Jt¤�ab�tuPI����t¤À±b���PI�������QSOITU����t¤� L�B���S��P>w>O�P��y·=���S�p��OIR��
d #(ef'
F�!�)hg+Á`jmlCn1��O�P�o��p�7q�J��t`wyx=z  lC~ � ³ qÂ�
lÃ�Sq>¥k��tuQS��P"�Jt¤��Z+wst¤R���QS��P���O�����P�P"��tuP����p���ItU��T¤���O�PIo.��tu�SP=lC�½�Äb½�Iw@l��Yq�b L��PIQ���P.O����S�SP�� ³  ² �

³³��N�qÂVI����P�P �
³pw�Å7Æ@ÇÈ�  w�ÅÂÉ��¡�¦¯lCN�qs°`��tÊ�p��PË�Jtu�y��tuPI�y��P���R�¼�����À±b���P����¿	�tÊÌk������P.��tU��T¤QSTu��tuÀ±b.O�P�Q¶b����_� LO����O�PIo.��tu�SPI��P-w(V�����T¤À±b����P.��TU��PIQs�I���|r�T¤Tut¤¼�R���PÍl��  ÇÏÎ  q ³±Ð�Ñ�³ ² l��
³cÇÒÎ"³Âq ³ÓÐ�ÔÓ³ ��\�V�lCÎ  �pÎ"³Âq3xÏ~ � ³ �5��R¨�7V Ñ �Õ Ô � Õ x=~ �È���B�+�|�5��R��7V Ô x=~ �È���B�+�.V�o��SPIR��±��P.��R�t¤P��½�
d #(ef'
F�!�)hg+Ö`jmlCn1��O�P�o��p�7q�J��t&·×x=z  l5~ ���q�N*��T¤tu��NItuQ��¥k��t¤QS��P>�Jt¤��Z�r��¨� LO�TuTÊ�§wyx=z  lC~ � ³ q���t¤�vØ���¾�tu��b.O�PIQ

�
³�� \[ w
Ù ² ·ml5w1Ç¿�  q��R���tuR¨��w�° L�SR�O�P�Q������c	�t¤ÌY������P��ptu��TuQ�Tu��t¤À±b.O�P�Q® w® �  ² w
³ ® w® �
³ �Ú\v¯

d #(ef'
F�!�)¶Û�Ü(j�Ý������SQ��p�����1t¤������OI�5Q���N*��V.n1��O�P�o��p�;ÞÚ° L��R���Py�Jt¤����tu��W�OI�5Q���N*�
ß.à à � [ � ß ³ � ß lC��qm�¡n¦� ß l�\;qm�Ú\

��t¤��áctuTÊ�5������R��+À±b�tu�����S�����C��b�����P�R�O�P��¦~�b�����R������SQ��p�����1R&� LO�������R���O�P�Q��Ââ�¹�OI���±�Bâäã����¨�C��b�����P½�SW�O�R������ã�����Tu��R�O�PIQ¦��t¤R�R���P=�+tu��VI�����¦��R�° L�SR�O�PIQS��Ps�1tÊ� ß à lC��q��´å|QSt¤NI��� LO���å�æçÇ�èIV½Ç�[��J¯]èI�



Prof. Dr. F. Natterer SS 2005
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Aufgabe 21: (4 Punkte)
Lösen Sie mit der in der Vorlesung angegebenen Methode das Anfangswertproblem

|∇u|2 = 1, |x| > 1, x ∈ IR2

u = 0, |x| = 1.

Wieviel Lösungen gibt es?

Aufgabe 22: (4 Punkte)
Sei x = x(t), u = u(t), p = p(t) eine Charakteristik von F (x, u, p) = 0. Zeigen Sie:
F (x(t), u(t), p(t)) ist konstant.

Aufgabe 23: (4 Punkte)
Zeigen Sie: Die Anfangswertaufgabe

∂2u

∂t2
=

∂2u

∂x2
in IR1 × (0,∞)

u(x, 0) = f(x) ,
∂u

∂t
(x, 0) = g(x)

besitzt die Lösung

u(x, t) =
f(x + t) + f(x− t)

2
+

1

2

x+t∫

x−t

g(y)dy .

Aufgabe 24: (Programmieraufgabe, 4 Punkte)

Lösen Sie die Anfangswertaufgabe

∂u

∂t
=

∂2u

∂x2
in (0, 1)× (0,∞)

u(0, t) = u(1, t) = 0

u(x, 0) = 1/2− |x− 1/2|

im Intervall (0, 1)×(0, 1) durch das Differenzenverfahren mit λ = 1/2, λ = 1 und h = 0.01.
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Übungsblatt 8 , Abgabe: 21.06.05 , 11.00 Uhr

Aufgabe 29: (4 Punkte)
Berechnen Sie die Abminderungsfaktoren für die stückweise lineare Interpolation.

Aufgabe 30: (4 Punkte)
Seien y, ỹ ∈ Cn−1, ỹj =

∑n−1
k=1 yk sin(πkj/n). ỹ heißt Sinustransformation von y. Berechnen

Sie ihre Inverse.

Aufgabe 31: (4 Punkte)
Leiten Sie einen schnellen Algorithmus zur Berechnung der Sinustransformation her, der
mit O(n log n) Operationen auskommt.

Aufgabe 32: (4 Punkte)
Implementieren Sie den Algorithmus aus Aufg. 31. Hinweis: Matlab besitzt eine Funktion
dst, mit der Sie Ihre Funktion testen können.

Wenden Sie Ihr Programm wie folgt an:

a) Berechnen Sie
∑M

k=1 ak sin(kxj), xj = 2πj/N, j = 1, . . . , N−1, für M=32 und N=512.
Wählen Sie als ak die Fourierkoeffizienten der Signumfunktion der Vorlesung.

b) Multiplizieren Sie die ak mit den Abminderungsfaktoren aus Aufg. 29 und denen
der Vorlesung, und berechnen Sie wiederum die Reihe.

Stellen Sie das Ergebnis jeweils graphisch dar.
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Übungen zur Vorlesung Höhere Numerische Mathematik

Übungsblatt 9 , Abgabe: 28.06.2005 , 11.00 Uhr

Aufgabe 33: (4 Punkte)
Für die Anfangswertaufgabe

∂u

∂t
= a

∂2u

∂x2
+ b

∂u

∂x
+ cu ,

u(x, 0) = u0(x)

werde das Differenzenverfahren

uk,`+1 − uk,`

∆t
= a

uk+1,` − 2uk,` + uk−1,`

h2
+ b

uk+1,` − uk−1,`

2h
+ cuk,`

durchgeführt. Berechnen Sie die Amplifikationsmatrix und zeigen Sie, daß das Verfahren
für λ > 1/2 instabil ist (λ = a∆t/h2).

Aufgabe 34: (4 Punkte)
Sei u die Lösung von

−∆u = 1 in Ω

u = 0 auf ∂Ω .

Zeigen Sie: Es ist u ≥ 0 in Ω.

Aufgabe 35: (4 Punkte)
Sei Ω = (0, 1)× (0, 1). Zeigen Sie: Es gibt eine Konstante C, so daß für alle v ∈ C∞(Ω)

∫

∂Ω

v2ds ≤ C




∫

Ω

|∇v|2dx +
∫

Ω

v2dx


 .

Aufgabe 36: (Programmieraufgabe, 4 Punkte)
Lösen Sie die Aufgabe

−∆u = 1 in Ω

u = 0 auf ∂Ω .

für Ω = {(x1, x2) : 0 < x1 < 1, 0 < x2 < 1−x1} durch das einfachste Differenzenverfahren.
Wählen Sie h = 0.01 und lösen Sie das diskrete System durch das SOR-Verfahren mit
ω = 1, 1.2, 1.4, 1.6 und 1.8.

Welches ω liefert die schnellste Konvergenz?
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