Prof. Dr. F. Natterer SS 2005
Ubungen zur Vorlesung Hohere Numerische Mathematik

Ubungsblatt 1 , Abgabe: 26.04.2005 , 11.00 Uhr

Aufgabe 1: (4 Punkte)
Losen Sie die Aufgaben:

b)) yY=zy+1 , y0)=1

Aufgabe 2: (4 Punkte)
Bestimmen Sie die Konsistenzordnung des Verfahrens

h h
Y1 = Yp + 1 f (l“k + 5 0 Yk + Qf(xk,yk)> :

Aufgabe 3: (4 Punkte)
Sei f € C?(R?). Zeigen Sie:

(a) Ein Runge - Kutta - Verfahren ist konsistent von der Ordnung 1, wenn

doy=1
=1

ist.
(b) Gilt zusétzlich
m 1
doapy; = B (a1 =0),
j=1

so ist es sogar konsistent von der Ordnung 2.

Aufgabe 4: (4 Punkte)
Schreiben Sie ein Programm RK(f, zo, 0,7, h), welches die Anfangswertaufgabe
y/ = f(x7y) ) y(l'o) = Yo

im Intervall [zo, 7] mit der Schrittweite h mit Hilfe des Standard - Runge - Kutta -
Verfahrens 16st.

Erproben Sie das Programm fiir die Anfangswertaufgabe ¢/ = 1432, y(0) = 0 mit h = 0.1.
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Ubungen zur Vorlesung Hohere Numerische Mathematik

Ubungsblatt 2 , Abgabe: 3.5.2005 , 11.00 Uhr

Aufgabe 5: (4 Punkte)

(a) Beweisen Sie die Formel

q
vqyk:Z<_1)V<q>yk1/7 q:O>1>

v=0 v
durch vollstdndige Induktion.
(b) Sei x = hk, k € Z, und h > 0.

Zeigen Sie:
VY = " [ye—q; - -, Uk] -

Aufgabe 6: (4 Punkte)
Man bestimme «, (# in dem Mehrschrittverfahren

Yk+s — Yo + (Yrt2 — Yer1) = RB(frro + fir1)

so, dafl die Konsistenzordnung 4 erreicht wird. Ist das ensprechende Verfahren stabil?

Aufgabe 7: (4 Punkte)
Zeigen Sie, dafl die durch Differentiation abgeleiteten m-Schrittverfahren (mindestens) die
Konsistenzordnung m haben.

Aufgabe 8: (Programmieraufgabe, 4 Punkte)

Schreiben Sie ein Programm AB(f, x¢, o, T, h) zur Losung der Anfangswertaufgabe y' =
f(z,y), y(xo) = yo in [z, T|] mit dem Adams-Bashforth-Verfahren mit m = 3. Verwenden
Sie das Programm RK aus Aufgabe 4 zur Anlaufrechnung. Erproben Sie Thr Programm
an Hand des Beispiels aus Aufgabe 1a).
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Ubungen zur Vorlesung Hhere Numerische Mathematik

Ubungsblatt 3 , Abgabe: 10.05.2005 , 11.00 Uhr

Aufgabe 9: (2 Punkte)
Zeigen Sie: Unter den 2-Schrittverfahren

Yes2 + QYk1 + Yk = h(Bafrro + Bifesr + Bofr)

gibt es keines, das stabil und konsistent ist.

Aufgabe 10: (4 Punkte)
Zeigen Sie, daf} das Verfahren

8 14
Yk4s — Yk = h (4fk+2 + §V2fk+3 + 4—5V4fk+4)
optimal ist.

Aufgabe 11: (4 Punkte)

(a) Zeigen Sie: Das durch Differentiation gewonnene m-Schrittverfahren lautet fiir
L=m:

o1
Z _vuyk—}-m = hfk:—l—m .
=1V

(b) Geben Sie fiir dieses Verfahren das Polynom p an und zeigen Sie Stabilitét fiir m < 4.

Aufgabe 12: (Programmieraufgabe, 4 Punkte)

Losen Sie die Anfangswertaufgabe aus Aufgabe 4 mit einer geeigneten Runge-Kutta-
Routine aus der Matlab-Bibliothek. Eine Dokumentation finden Sie in der Matlab-Hilfe.
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Ubungsblatt 4 , Abgabe: 24.05.2005 , 11.00 Uhr

Aufgabe 13: (4 Punkte)

a) Sei A eine reelle, diagonalisierbare (n,n)—Matrix mit den reellen Eigenwerten
AL, .., A und den Lu. Eigenvektoren ci,...,c,. Fiiri=1,...,n sei y;(z) = c;e’®.
Zeigen Sie, dass jede Linearkombination Y «;y;, o; € R, eine Losung des Systems
y' = Ay ist und geben Sie die Losung der Anfangswertaufgabe y' = Ay, y(0) = y,

an.
b) Fiir A € R sei J die (n,n)—Matrix
A1 0
J =
-1
0 A

Bestimmen Sie die Losung der Anfangswertaufgabe y' = Jy, y(0) = yq.
Hinweis: Machen Sie fiir die k-te Komponente der Losung den Ansatz yi(z) =

pi(2)er, p € P

Aufgabe 14: (4 Punkte)
Seien q, fi1, fo € Cla,b], ¢ < 0und f; < fy in [a, b]. Zeigen Sie, dass fiir die Lésungen y1, yo
der Randwertaufgabe
yi +q(@)yi = fi(r) , a<x<b
y(a) =y(b) =0
Y1 > Yo gilt.

Aufgabe 15: (Programmieraufgabe, 4 Punkte) Losen Sie das Anfangswertproblem
y'=1+y", y(0)=0
mit Hilfe des Mehrschrittverfahrens

o>

(B=a)fes1 — (1 +a)fi)

und den (exakten) Startwerten 7, = 0, 7, = tanh. Wihlen Sie einmal ¢ = 1, dann
a = —5. Rechnen Sie mit der Schrittweite A = 0.01.

Ykr2 — (1 + a)Yp1 + ayx =

Aufgabe 16: (Programmieraufgabe, 4 Punkte) Losen Sie das Anfangswertproblem fiir
das restringierte 3-Korper-Problem

z(0) = 1.2 y(0) = 0
#(0) = 0 7(0) = —1.0493575098

und p = 1/82.45 mit dem Standard-Runge-Kutta-Verfahren. Bestétigen Sie, dass es eine
Lésung der Periode T' = 6.1921693314 gibt.
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Ubungsblatt 5 , Abgabe: 31.05.2005 , 11.00 Uhr

Aufgabe 17: (4 Punkte)
a) Eine Funktion v € C*°(R" \ {0}) heifit homogen vom Grade «, wenn

u(te) = t%u(zx) , V zeR", z#0, teR"

gilt.
Zeigen Sie: u € C°(R" \ {0}) ist genau dann homogen vom Grade «, wenn
0

b) Losen Sie die Anfangswertaufgabe
$1—+$2—:0 in RQ\{O},
x 2

u = f(z) auf dem Kreis um den Ursprung vom Radius 1. Setzen Sie hinreichende
Regularitdt von v und f voraus.

Aufgabe 18: (4 Punkte)
Sei u € C*(R?).
(a) Zeigen Sie: u ist genau dann eine radiale Funktion (d.h. u(z) hiingt nur von z? + z2

ab), wenn
Tolgy, — T1Ug, =0 .

(b) Leiten Sie eine entsprechende Differentialgleichung her fiir Funktionen u, welche
entlang der Ellipsen (z; — m;)?/a? + (z2 — my)?/b? = 1, (my,my) € R? fest, a =
kb, ke R\ {0} fest, b € R\ {0}, konstant sind.

Aufgabe 19: (4 Punkte)
Sei f € C'(R') beliebig.
Zeigen Sie: Erfiillt u € C*(R?) die Beziehung
1
Ty = gu?’ + flu—11),
so ist u Losung der Differentialgleichung
ou 5 Ou
— —=1.
(9.%‘1 tu 6332

Aufgabe 20: (Programmieraufgabe, 4 Punkte) Losen Sie die Aufgabe

3
y' =5y, y(0) =4, y(1)=1
mit Hilfe des Schiefiverfahrens und Thres Programms fiir das Runge-Kutta-Verfahren. Aus

der Vorlesung wissen Sie, dafi es Losungen mit y'(0) = s gibt fiir s ~ —8, —35.8.
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Ubungen zur Vorlesung Hohere Numerische Mathematik

Ubungsblatt 6 , Abgabe: 07.06.2005 , 11.00 Uhr

Aufgabe 21: (4 Punkte)
Losen Sie mit der in der Vorlesung angegebenen Methode das Anfangswertproblem

Vul?=1, |z|>1, z¢eR?
u=0, |z|]=1.

Wieviel Losungen gibt es?

Aufgabe 22: (4 Punkte)
Sei x = x(t), u = u(t), p = p(t) eine Charakteristik von F(z,u,p) = 0. Zeigen Sie:
F(xz(t),u(t),p(t)) ist konstant.

Aufgabe 23: (4 Punkte)
Zeigen Sie: Die Anfangswertaufgabe

Pu 0u
@:@ m R1X(O,OO)

besitzt die Losung

Aufgabe 24: (Programmieraufgabe, 4 Punkte)

Losen Sie die Anfangswertaufgabe

ou  0%u .
a = @ 1m (071) X (0,00)
u(0,t) = u(l,t) =0

u(z,0)=1/2 — |z —1/2]

im Intervall (0, 1) x (0, 1) durch das Differenzenverfahren mit A = 1/2, A = 1 und ~ = 0.01.
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Ubungen zur Vorlesung Hhere Numerische Mathematik

Ubungsblatt 7 , Abgabe: 14.06.05 , 11.00 Uhr

Aufgabe 25: (4 Punkte)
Sei u die Losung der Anfangswertaufgabe

ou 0%*u

- _ << >
5 = 7 C0<z<1,t>0
ou ou

u(z,0) = f(z) , 0<z<1.

Zeigen Sie: Fiir alle t > 0 gilt

/lu(a:,t)dx = /lf(m)dx.

Aufgabe 26: (4 Punkte)
Sei uy; nach dem einfachsten Differenzenverfahren fiir die Aufgabe 25 berechnet. Zeigen

Sie:
n
> Uk
k=0

ist unabhéingig von [.

Aufgabe 27: (4 Punkte)
Berechnen Sie mit Hilfe von Fourierreihen die Lésung der Warmeleitungsgleichung

ou  0%u

—_— = — 0<zr< t>0
ot~ 0a? TS TET S
u(0,t) = u(m,t) =0

u(z,0)=z(r—z) , 0<z<m.

Stellen Sie die Losung graphisch dar.

Aufgabe 28: (Programmieraufgabe, 4 Punkte) Losen Sie die Aufgabe
Pu  0u

1
-2~ >
92 = o2 zeR , t>0
ou

mit dem einfachsten Differenzenverfahren fiir f(z) = e !*l und vergleichen Sie das Resultat
mit der exakten Losung nach Aufgabe 23.
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Ubungen zur Vorlesung Hohere Numerische Mathematik

Ubungsblatt 8 , Abgabe: 21.06.05 , 11.00 Uhr

Aufgabe 29: (4 Punkte)
Berechnen Sie die Abminderungsfaktoren fiir die stiickweise lineare Interpolation.

Aufgabe 30: (4 Punkte)
Seien y, 7 € C* ', §; = SpZ] yrsin(mkj/n). § heifit Sinustransformation von y. Berechnen
Sie ihre Inverse.

Aufgabe 31: (4 Punkte)
Leiten Sie einen schnellen Algorithmus zur Berechnung der Sinustransformation her, der
mit O(nlogn) Operationen auskommt.

Aufgabe 32: (4 Punkte)
Implementieren Sie den Algorithmus aus Aufg. 31. Hinweis: Matlab besitzt eine Funktion
dst, mit der Sie Thre Funktion testen kénnen.

Wenden Sie Thr Programm wie folgt an:

a) Berechnen Sie Y0, ay sin(kx;), r; = 27j/N,j =1,..., N—1, fir M=32 und N=>512.
Wiéhlen Sie als a; die Fourierkoeffizienten der Signumfunktion der Vorlesung.

b) Multiplizieren Sie die a; mit den Abminderungsfaktoren aus Aufg. 29 und denen
der Vorlesung, und berechnen Sie wiederum die Reihe.

Stellen Sie das Ergebnis jeweils graphisch dar.



Prof. Dr. F. Natterer SS 2005
Ubungen zur Vorlesung Hohere Numerische Mathematik

Ubungsblatt 9 , Abgabe: 28.06.2005 , 11.00 Uhr

Aufgabe 33: (4 Punkte)
Fiir die Anfangswertaufgabe

@_ @+b@+
3t_a8x2 ox il

u(z,0) = up(x)

werde das Differenzenverfahren

Uk o1 — Uk Upy1,0 — 2Upp + Up_1y Up1,0 — Uk—1,0
=aq +b
At h? 2h

+ CUg

durchgefiihrt. Berechnen Sie die Amplifikationsmatrix und zeigen Sie, daf§ das Verfahren
fiir A > 1/2 instabil ist (A = aAt/h?).

Aufgabe 34: (4 Punkte)
Sei u die Losung von

—Au = 1 in €
u = 0 auf 00.

Zeigen Sie: Es ist u > 0 in €.

Aufgabe 35: (4 Punkte)
Sei 2 = (0,1) x (0,1). Zeigen Sie: Es gibt eine Konstante C, so daf fiir alle v € C*°(2)

2 2 2
/vdsgC(Q/]Vv\dx—l—!vdx).

o0

Aufgabe 36: (Programmieraufgabe, 4 Punkte)
Losen Sie die Aufgabe

—Au =1 in Q
v = 0 auf 00.

fir Q = {(z1,22) : 0 < 21 < 1, 0 < 29 < 1—21} durch das einfachste Differenzenverfahren.
Wihlen Sie A = 0.01 und l6sen Sie das diskrete System durch das SOR-Verfahren mit
w=1,12,1.4,1.6 und 1.8.

Welches w liefert die schnellste Konvergenz?
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Ubungen zur Vorlesung Hhere Numerische Mathematik

Ubungsblatt 10 , Abgabe: 05.07.2005 , 11.00 Uhr

Aufgabe 37: (4 Punkte)
Berechnen Sie die schwachen Ableitungen 1. Ordnung der folgenden Funktionen auf R?
(falls sie existieren):

1 — |1 — |T2], 1|+ |r2] £1
I R - e

1, zi+23<1

1—2? — 22, 22+ a3 <1
C) f(:v) :{ 6 ’ sénst i

Aufgabe 38: (4 Punkte) )
Sei  C R" ein Normalgebiet und mit f € C*°(Q), o € C*(09Q) sei

", Ou Ov
a(u,v) = /; o, axidx—k/auv ds
Q = B}
Fv) = /fvdx.

Q

Zeigen Sie: Ist u € C°°(£2) Losung von

a(u,v) = F(v), VYwveC®9),
so ist u Losung von

—Au=f in Q
ou

—+ou=0 auf 00,
ov

wobei v die dulere Normale auf 0f) ist.

Aufgabe 39: (4 Punkte)

Sei a eine Bilinearform auf dem Hilbertraum V' und F' ein lineares Funktional auf V. Sei
u € V Losung der Variationsgleichung a(u,v) = F(v), Vv € V. a sei symmetrisch und
V-elliptisch. Zeigen Sie: u minimiert

%a(v, v) — F(v)

auf V.



Aufgabe 40: (4 Punkte)
Seien ¢, f € C[a,b] und ¢ > 0 in [a, b]. Zeigen Sie: Die Losung yo von

—Yt+aey=f , a<z<b

minimiert

/ (y" +qy® — 2fy)dz

a

fiir alle y € C*(a,b) N Cla, b] mit y(a) = y(b) = 0.



	Blatt1
	Blatt2
	Blatt3
	Blatt4
	Blatt5
	Blatt6
	Blatt7
	Blatt8
	Blatt9
	Blatt10

